OPCION A

AX+4y+122=0
A.1. Considere el siguiente sistema de ecuaciones: § 2X+Yy+4z=A1
AX+y+62=0

a) (1 punto) Determine los valores de A para los que el sistema de ecuaciones tiene solucién Gnica.
b) (1,5 puntos) Resuelva el sistema, si es posible, cuando A =4 y cuando A =0.
a)

A 4 120 |-34 0 -12
A=2 1 4|=2-2 0 -2|=(-1)

A1 6 A 1 6
Si|Al=0=-6(1-4)=0=>1-4=0=>1=4

VA eR-{4}=|A = 0= rang (A)=3= Nimero de incognitas = Sistema Compatible Deter min ado

‘—3/1 -12

=64+12-(2-1)=61+24-121 =61 +24
2-2 -2

Sii=4

4 4 12|0 0 2 4138 0 0 0-24

2 1 4/4(=|2 1 4|4 |=|2 1 4|4 |=rang(A)=2=rang(A/B)=3=
4 1 610 0 -1 -2/-8 0 -1 -2|-8

Sistema. Incompatible

b)

Si A =4 = Sistema. Incompatible = No tiene solucion

Si A =0 = Ecuaciéon homogénea

Como |A|=—6-0+24 =24 % 0= rang (A) =3 = Sistema Compatible Deter minado
Solucion trivial = (x, y, z)=(0,0,0)



A. 2. a) (1,25 puntos) Estudie la posicién relativa de los planos: 7:2X+3y—z=1y

X=A+u
' y=1-u
2=-14+2A+u

b) (1,25 puntos) Encuentre la recta que pasa por el punto P = (0, 1, 1) y es perpendicular al plano 7.
Escriba la ecuacion de la recta como interseccién de dos planos.

a) Los planos pueden cortarse, sus vectores directores no son iguales ni proporcionales, o ser paralelos o
coincidentes, sus vectores directores son iguales o proporcionales y si, ademds, tienen un punto comun
entonces seran coincidentes sino paralelos.

El vector directos de 7'es igual al producto vectorial de los vectores que la generan.

_ P 7K

Ve =0,0.2) L om e Tl 0 de2foke2ieje2it] Ko
Vzn':(l’_l’l) 1 -1 1

v.=(2,3,-1 2 3 ,

~ = —# — = Se cortan segun una rectar

v.=(2,1,-1) 2 1

b) El vector director de la rectar es el del plano 7', y ademas tenemos el punto para determinarlo. La
ecuacion de la recta en continua nos dara las ecuaciones pedidas en el problema.

P(0,1,1) X 7-1 X=2y-2 X—2y+2=0
- > —=y-l=—= =r=
(2,1,-1) "2 ~Xx=2z-2 X+22-2=0



(x+2)

x> +4x+3
a) (0,5 puntos) Determine su dominio de definicion.

A.3. Sea la funcion: f (X) =

b) (1 punto) Encuentre las asintotas que tenga esa funcion.

2
X+ 2
¢) (1 punto) Considere ahora la funcion: f (X) = u Encuentre sus intervalos de crecimiento y

X+3

decrecimiento y sus maximos y minimos relativos, si existen.
a)

= -4+2 1

4+ - -
x2+4x+3:0:>A:42—4-1-3:4203x:4;\/z:> 2 =
2.1 -4-2
X :T:—3

2 2
f(-1)= (-1+2) :1—=%:> Sin solucion

(-1 +4-(-1)+3 0
f(-3)= (-3+2) _ (v

. = Dom (f)=vxeR-{-3,-2}
(-3) +4.(-3)+3 0

1 . .,
= 6 = Sin solucién

b)
x=-1

Asintotas verticales = {
X=-3

Asintota horizontal

£+4—+ 1+i+7 1 4 i
— i X2+4X+4:£:"mx2 X X2 lim X x2 - oo:1+0+0:1:>
X—0 2 X—00 2 X—0
X°+4x+3 X 4x 3 1+ﬂ+% 1+i+§ 14040
x> x* X X X w0 o
Existe una asintota horizontal, y =1, cuando X — o
X72_47+i
yo lim XEAxrd _p Cx)raCx)ed L X —dxad oo P T
on X2+ 4x+3 on (- x) +4-(-x)+3 o2 x*—4x+3 o o» X 4x 3
x? x* x?
1—ﬂ+i2 1—i 4
X—ml—i—i-% 1_£+§ 1-0+0
X X o

Existe una asintota horizontal, y =1, cuando X — —oo



Continuacion del Problema A.3. de la opcion A
a)Continuacién

Asintota oblicua

X2 +4x+4 x2+4x 4 1+4+4
2 2 NE) 3 3 v v2 U3
m=|imM=|imL4x+3="m#=2=“mxs XL XD jjm XXX
Xx—ow X X—>00 X x>-0 X° + 4x° +3X o0 xow X 4% 3 X—>00 4 3
F{- X3 F 1+?+F
1 4 4
% o % 0+0+0
=X 0 0_ =0 = No existe una asintota oblicua cuando x — o
1 4 3 1+0+0
+— 4=
o0 o0
X* +4x+4
2 2 —x)? (- 2 _
m:“mwznm);;wznm (3X) +4 (ZX)+4 — lim X3 4X2+4 _®_
X o0 X oo x4 4x% 43 0w (= x) +4.(=x) +3-(=x) X +4x*-3-
NG X 4 1 4 4 1 4 4
At STt s Tt 5040
— lim =X X~ X7 _|imX_X x:ooo<>oo:—+:0:>
on x3 4x? 3 xow 4 3 4 3 1+0-0
X _° B PR A A P A4
B X3 x2 ¥ ©
No existe una asintota oblicua cuando x — —
b)
f,(X)_2(x+2)(x+3)—(x+2)2 2(X? +5x+6)-x2—4x—4 X +6x+8
(x+3)° (x+3) (x+3)°
X_—6+2_ 5
_6+ - -
x2+6x+8:0:>A:62—4-1-8:420:>XZM: 2 =3
2.1 -6-2
X=—=-4
2
X+2>0=>%x>-2
f'(x)=%:f'(x)>0:%>0: X+4>0=x>—4
(x+3) (x+3) (x+3) >0=VxeR
— -4 -2 ©
X >-4 (-) (+) (+)
X>-2 (-) (-) (+)
(x+3)°>0 (+) (+) (+)
Solucién (+) (-) (+)
Crecimiento Vx € R/(x < —4) U (x > -2) Decrecimiento VX e R/-4 <X < -2
2 2
Maximo relativo en X = —4 = f(— 4) = (_ 44+ 23) = (_ 21) = —4 De crecimiento pasa a decrecimiento
— + —
_ 2 2
Minimo relativo en X =-2 = f(— 2) = % = OT =0 De decrecimiento pasa a crecimiento
-2+



3
1
A.4. a) (1,25 puntos) Calcule: | ————— dX
! 2x* —4X+2

142 In (X)+[In (X)F
b) (1,25 puntos) Determine el limite: lim
oo x [L+1n(x)]

a)

2x2 —4x+2=2 (x> = 2x+1)= X’ = 2x+1=0= A= (-2 -4-1.1=0= X

2x* —4x+2:2(x2 —2x+1):2(x—1)2

3

2-40

=—_"" =1= Sol doble
2-1

3 15dt 17 1 1 > 1
d = |S==(tPdt==— |t =-=
sz “axi2 !2 ox 2!t2 2! 2 (—1)[ f 2
x—1:t:>dx:dt:>{X:3:>t=2
x=2=t=1
b)
2.1.2] (x)
. 1+2‘|n (X)+[In (X)]2 Y Aplicando L 'Hopital H .;+ nix
lim =—=—"F > =lim
o x L in (x)] * T e+ In (X)) +
21+ 1n (x)
— i X — lim 2(1+|n (X)) :E: Aplicando L'Hopital s = lim
oo 2400 (x) o x[2+1In(x)] oo

] 2
m—X _ _ — lim

24 ()] x- L

X



OPCION B

a 10 2 1
B.1. Sean A y B las dos matrices siguientes: A = (O 1 J ,B= 0 -1
3 a
a) (1 punto) ¢ Para qué valores de a existe la inversa de AB? ¢ Y la de BA?
2 3 3
b) (1,5 puntos) Encuentre la inversa de lamatrizz. C=[2 4 3
2 3 4

Compruebe que cuando la matriz encontrada se multiplica por la izquierda por C, se obtiene la identidad

a) Existe la matriz inversa a una dada cuando su determinante es distinto de cero
-2 1

aldo —-2a a-1 —-2a a- —2a
A-B:( j 0 -1 :( ]:>|A-B|:‘ j:(a—l)-‘ :‘:
011 3 a-1 3 a- 3
3 a
|A-B|=(a-1)-(-2a-3)=-(a-1)-(2a+3)=Si|A-B|=0=-(a-1)-(2a+3)=0=

a-l1=0=a=1
(a-1)-(2a+3)=0= 2a+3:0:>2a:—3:>a:—%:>

Vaeﬂ%—{—%,l}:>|A~ B| 0 = Existe (AB)™

-2 1 —2a 3 1 —2a 3 1 —2a 3 1
alo
B-A=| 0 -1} 5|0 -1 -1 =B-A=/ 0 -1 -1=| -2a 2 0
3 3a 3+a a 3a 3+a a| [2a’+3a 3-2a 0
~2a 2 -2 2 -1
B-A=1 =-a- =2a- =2a-(-3+2a-2a-3)=-12a

a(2a+3) 3-2a 2a+3 3-2a 2a+3 3-2a
SijB-A=0=>-12a=0=a=0=VaeR-{0j=|B- A= 0= Existe (BA)"

b)

233 233 2 2 2
cl=]2 4 3= 1 0=2¢O:Existec1:clzﬁ.(adjct):sct: 3 4 3=
234 001 33 4

7 3 3

- 7 -3 -3 . 7 -3 -3 5 T3 T3
adiC'=|-2 2 0 |=5C*=7 -2 2 0|=/-1 1 0
2 0 2 2 0 2)|-1 0 1



Continuacion del Problema B.1 de la opcion B

b)Continuacion

2 3 3 7 -3 -3 2 3 3)(7 -3 -3 2 00 100
CC’1=243%'—22 0=%-243~—22 O=%'020=010
2 3 4 -2 0 2 2 3 4)(-2 0 2 0 0 2 0 01
- - X—y—-2z=0
B.2.- Dadas las rectas: r :X—1 = y-2 L conk=0 y s: y
k 2 -1 2x—-y=1

a) (2 puntos) Estudie las posiciones relativas de las rectas segun los diferentes valores de k.
b) (0,5 puntos) ¢ Existen valores de k para los que las rectas son perpendiculares?

a) Analizaremos si las rectas, en ecuaciones paramétricas, tienen un punto comun, si el sistema que resulta
es compatible determinado son secantes, si es compatible indeterminado las rectas coinciden.

Si el sistema es incompatible y hay igualdad o proporcionalidad entre los vectores directores las rectas son
paralelas, de no serlo las rectas se cruzan en el espacio.

X=1+Kku
y=2+2
Fy=eten 1+ku=1-2
Z=—pu L
X:1—/”t:> 2+2,u—l;t 24 Com
X+2=1=>x=1-7=2(1-2)-y=1=y=2-1-27=s:{y=1-2A THE
z=41

o el sistema tiene dos incégnitas el rango de la matriz de los coeficientes ampliada debe de ser nula para
gue el sistema sea compatible determinado y siempre que haya un menor de grado 2, de ahi sacaremos los
valores de k en donde las rectas se cortan en un punto. Si el rango del menor es 1 entonces son rectas
coincidentes

Para los valores de k que no anulan el determinante de la matriz de los coeficientes ampliada el sistema es
incompatible, de ahi se deducira si son paralelas o se cruzan dependiendo de la igualdad o proporcionalidad
de sus vectores directores.

Ku+4=0 k 1 0
2u+22=-1=|A/B|=2 2 -1=-1-k=Si|A/B|=0=>-1-k=0=k=-1=
u—1=0 1 -1 0
-11 . : :
A :‘ ‘ =-2-2=-4%0= Cuando k = -1= rang (A)=rang (A/B)= 2 = Nimero incognitas

2 2

vk e R—{-1}=|A/B|# 0= rang (A)=2 = rang (A/B)=3= Sistema Incompatible =

_ K 2
{vr=(k,2,—1) K _2 _-1_|gm = k=2=kel
— =S — > k _1

v, =(-1,-2,1) -1 -2 1 _1=T:>k=1



Continuacion del Problema B.2 de la opcion B
a)Continuacion

vk e R—{~1,1} = Las rectas se cruzan en el espacio
Si k =1= Las rectas son paralelas

b) Al ser las rectas perpendiculares los son sus vectores directores y el producto escalar tiene que ser nulo,
ademas tienen que cortarse por lo tanto k = -1

{lrz(k’z’_l):\ZL\Z:\Z.\ZZOS\Z-\Zz(k,2,—1)-(—1,—2,1)=—k—4_1:>
v, =(-1,-2,1)

-k -5=0= k =-5%—-1= No existe una recta perpendicular

r

B. 3. a) Considere las funciones: f(x) = x>+ 1 y g(x) =3-x.
(0,5 puntos) Determine los puntos de corte de esas dos funciones.
(1 punto) Determine el area encerrada entre esas dos funciones.

b)(1 pur}sto) Determine, si existen, los maximos y minimos relativos, y los puntos de inflexion de la funcién:
h(x)=x"-2

a)
-1+3
5 - -1
X2 41=3-X=> x> +Xx-2=0=>A=12-4.1.(-2)=1+8=9>0= x = =N 2
2.1 X:—1—3:_2
2
—12 —
lej{f(l)_l +1=2
gl)=3-1=2
2
X=—1—3=_2:> f(-2)=(-2)° +1=5
2 g(1)=3-(-2)=5
— N2 —
X=0c(-2,1)= f(0)=0 +1_1>0:>g(x)>f(x):>
9(0)=3-0=2>0
1 1 1 l l
A= [(3-x)dx- (xz+l)dx='[(2—x—x2)dx=2~[x]1_2—E-[xz]l_z—g-[xe’]l_2
-2 -2 -2
1 1 1 1 39
A=2-l-(-2)]-= -0 - (-2} |-=-P*-(-2)*|=2-3-=-(1-4)-=-L-(-8)]=6+=—-=
b2 - C2f 5 -2 ]2 -5 ) B (8= 6
A=34o=2y
2



Continuacion del Problema B.3 de la opcion B
b)

h'(x)=6x°> = h'(x)= 0= 6x* =0 = x = 0 = Posible maximo o minimo relativo
h"'(x)=30x* = h"(x)=0=30x* = 0= x =0 = Posible punto de inf lexion
h"'(x)=120x> = h"'(x) = 0 = 120x®> = 0 = x = 0 = Posible maximo o minimo relativo
h" (x)=360x* = h" (x)=0=360x> =0 = x = 0= Posible punto de inf lexion

h" (x)=720x = h"(x)= 0= 720x = 0 = x = 0 = Posible maximo o minimo relativo
h"'(x)=720> 0= Al ser la derivada de orden par = Minimo relativo

Minimo relativo = x = 0= f(0)=0°-2=-2



X

dx

B.4. a) (1,25 puntos) Usando el cambio de variable t = e*, calcule: J. —~

l1-e

x—1 I
b)(1,25 puntos) Calcule: lim (—j

x—+o| X 4+ 1
a)
e dt dt dt t dt dt du
| = dx = = = = = dt=|dt+ | —=t+|—
-[l—e‘x I1—t—l Il_l It—l It—1 I[ t— j j IR Y
t t
e =t e'dx=dt=e* =" =(e*)" t |t-1 t-1=u=dt=du
—t1+1 1
1
l=e*+Inu=e*+In(t-1)=¢" +In(e* -1)+ K
b)
x-1 o =2 - 1-2 1-0
Iim—=—=|im§ >1<_|im i_ Of: =
x>+0 X +1 o0 x—>+w7+7 X—>+w1+7 1+ = 1+0
X X X 0

x-1 I Xx-1 o x-1 i x-1 U
lim| —= =1" = Siendo A= lim| —= =InA=In| lim| —= =limIn| —=
X—>+00 X+l X—>+00 X+1 X—>+00 X+1 X—>+00 X+1

In(x_lj
nA= lim ,_X-|n (X—_l):oo-lnl:oo-O: lim Xx+1 _ |n1:9: Aplicando L'Hopital . __
x+1 0

X0 koo 1 1
Jx ©
1 x+1-(x-1)
(X—l) (x+1) 2
INnA=lim Xx+1 = lim w= lim —4xx _ X _ __Aplicando L'Hopital
X—>+o0 1 xore 1 x>+0 X2 _1 o0
24/x 2x/X
X
\/;Jrix 2X + X
: 2% _ 2& “12 12
= lim(-4)—— === lim (-2)-="—= lim (- 4)$— fim ==, =0=

INA=0= A=¢’ =1= Ilm[x 1] -1
x—+ol X 41
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